Sur les vecteurs séparateurs des algèbres de Von Neumann  by Broise, Michel
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 1, 281-289 (1967) 
Sur les Vecteurs SCparateurs des Alg5bres 
de von Neumann 
MICHEL BROISE 
C.N.R.S., Paris 
Communicated by J. Dixmier 
Received April 17, 1967 
Le but de cet article est la demonstration du theoreme 1 et des 
diverses propositions qui s’y rattachent. 
THBORBME 1. Soient J%’ et %” deux algbbres de Von Neumann dans 
un espace de Hilbert H. On suppose que 27 est commutative de genre 
dhombrable et que tout vecteur skparateur de .Z est vecteur skparateur 
de sk’ et inversement. Alors sl = 3. 
Ce probleme m’a CtC pose, pour &’ et 3’ commutatives et maximales, 
par J. M. Jauch et B. Misra. J’ai d’abord etabli le thCor&me 1 dans 
ce cas. B. Misra m’a fait remarquer que le theoreme restait vrai 
pour & et B commutatives quelconques (son argument est signal6 
dans la demonstration du theoreme 1, il est aussi utilise dans la 
demonstration de la proposition 1). J’ai enfin Ctabli le theoreme 1 en 
general. Un resume est paru dans les Comptes Rendus de 1’AcadCmie 
des Sciences de Paris. 
NOTATIONS ET RAPPELS DIVERS 
Soient d une algebre de Van Neumann dans un espace de Hilbert 
H, p et q deux projecteurs de &, x un Clement de ~2, .$ et r] des 
elements de H et tn et n deux sous-ensembles de H. 
On note x(H) le sous espace vectoriel form6 par les x(t), lorsque .$ 
parcourt H et x(H) l’adherence dans H de x(H). 
Si m et tt sont des sous-espaces vectoriels, on note m v n le sous- 
espace vectoriel engendre par m et n. De m&me, on note p v q le 
projecteur (hermitien) sur le sous-espace p(H) v q(H); c’est le plus 
petit projecteur de & majorant p et q. On note E(&‘, 5) le projecteur 
sur le sous-espace vectoriel ferme de H engendre par les vecteurs 
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x’(t), lorsque x’ parcourt J$. Alors E(H, 5) est le plus petit des 
projecteurs p de JF/ tel que p(f) = e. De meme, on note E(&‘, m) 
le plus petit des projecteurs p de .&’ tel que p(v) = r) pour tout 77 E m. 
Remarquons que E(&‘, x(H)) est le support de x*; en particulier on 
a E(&‘, p(H)) = p. 11 est clair que E(&‘, m U n) = E(d’, m) v E(&, n). 
Pour que m soit separateur pour &, il faut et il suffit que E(&‘, m) = 1 
(Cf. [l], p. 6). P our qu’une algebre de Van Neumann commutative ait 
un Clement separateur il faut et il suffit qu’elle soit de genre denom- 
brable (Cf. [l], p. 20). 
LEMME 1. Soient JZ?’ une a&&e de Von Neumann, p et q deux 
projecteurs de &. Les conditions suivantes sont kquivalentes: 
(i) 4 GP. 
(ii) PVC1 -(PV!l)) = 1. 
Dtmonstration. (i) G- (ii) est evident 
(ii) * (i). Les projecteurs p et 1 - (p v q) sont orthogonaux, done 
la condition p v (1 - (p v q)) = 1 entraine 1 - (p v q) = 1 - p. 11 
en resulte p v q = p; d’ou q < p. 
PROPOSITION 1. Soient &I et JX?~ deux alg&res de Von Neumann duns 
un espace de Hilbert H. On suppose que tout sous-ensemble de H skparateur 
pour 541 est skparateur pour dz et inversement. Alors &I = J&‘II , 
De’monstration. Soient m un sous ensemble de H et v un Clement 
de H tel que E(&i, r)) < E(&‘;, m). Posons p, = E(d;, m), 
q2 = E(di , 7) et r2 = p, v (1 - (pa v qJ). 11 est bien clair que 
q2vr2 = 1. Done 
E(d; ,T u r,(H)) = E(di, 7) v EC&L, r,(W) = 1. 
Ainsi 7 u r,(H) est un sous-ensemble separateur pour 5;42 .I1 en resulte 
E(dol; , r] u r,JH)) = 1. 
Comme on a 
1 = E(&l, r]) v E(d; , r,(H)) < E(d;, m) v E(d;, r,(H)). 
il vient 
E&d;, m u r,(H)) = 1 done E(d; , m u r,(H)) = 1. 
On en deduit r2 = p, v r, = 1. Compte tenu du lemme 1, il vient 
q2 < p2 0~ Q4 ,rl) d Q4 p 4. 
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La fin de la demonstration est due a B. Misra. Comme les con- 
ditions 7 E E(&“, m) ou E(&‘, 7) < E(&‘, m) sont Cquivalentes (pour 
toute algebre de Von Neumann A#’ C 5?(H)) il en resulte E(J.T?‘~ , m) < 
E(cc4; , m). On montrerait de meme que E(.zZ; , m) ,< E(&; , m). 
Done E(&i, m) = E(&; , m). Comme tout projecteurp d’une algebre 
de Von Neumann & C 9(H) est Cgal a E(&‘, p(H)) les projecteurs de 
&I et de &a coincident. 
LEMME 2. Soient J@’ une algBbre de Von Neumann dans un espace 
de Hilbert H, g une sous-algdbre de Von Neumann de &‘, x un &me& 
de LX?, 5 un vecteur skparateur pour LZ?‘. Alors 
(i) Jw’, x(5)) = E(a’, x(H)). 
(ii) E&f’, x(5)) = E(==f’, x(q). 
Df?monstration. (i). On a E(B”, x(H)) x(5) = x( [), done 
E(g’, x(H)) 2 E(g’, 45)). C omme E(9’, x( 5)) x(5) = x(5) et que 5 
est un vecteur separateur pour d on a E(#, x(5)) x = x. 11 en 
resulte E(4?‘, x(C)) > E(W, x(H)). Done E(9, x(c)) = E(9’, x(H)). 
(ii). On se ram&e au cas precedent, en prenant g = ~2. 
PROPOSITION 2. Soient ~9 une a@bre de Von Neumann dans un 
espace de Hilbert H, ~3~ et ~3~ deux sous-algdbres de Von Neumann de ~2. 
On suppose que tout vecteur skpayateur de k& est vecteur skparateur de L%‘;z 
et inversement, et que ST? possLde un vecteur skparateur. Alors 3f1 = az . 
Dkmonstration. Soit p, un projecteur de 3Yi . Posons qI = 1 - p, , 
pz = E(% , p,(H)), q2 = (% , q,(H)) et y = p, + (1 - p2). 11 est 
clair que r est un projecteur de J&’ et que E(ai , r(H)) = 1. Comme { 
est un vecteur separateur pour ~2, le lemme 2(z) nous donne 
E(g; , r(5)) = 1. d one E(99’; , r(c) = 1.11 en resulte 
1 = -JW; , (P, + 1 -P,)(O) G EW; 9 P,(O) v E@; j(1 - P&N 
= P, ” -fw; 9 (1 - P,KN. 
Comme 1 -p, < 1 -pi et que 1 -p, ~37~) on a E(58’; , (1 -p2)([) < 
1 -P1. 11 en r&ulte E(&?i , (1 - p,)(c) = 1 - p, et de m&me 
E(a’; , (1 - q&C) = 1 - q1 = p, . Les projecteurs 1 - p, at 1 - q2 
sont orthogonaux. 11 est done clair que 
EW; 3 (1 - P,)(W) < EW; , (1 - p2 + 1 - #W, 
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et par suite que W’; , (1 - PdH)) v WC , (1 - MU < 
E(9’; , (1 - p, + 1 - q,)(H)). En appliquant 3 fois le lemme 2(i), 
il en resulte 
1 = E(g; , (1 -p, )(t;)) v E(9; , (1 - 4&J) = -w; > (1 -P, + 1 - Q(0) 
Done 
1 = E@q, (1 -P, + 1 - Q&N- 
Le lemme 2(i) entraine alors 1 = E(9’;: , (1 - p, + 1 - Q&H)) = 
I-pp,+l--q,. Commeona l-pp,<l-qletl-~q,<l-~i,il 
vient p, = p, . Ainsi les projecteurs de &Yi appartiennent a &?s , done 
a1 C 9s. On montrerait de mCme que gs C a1 . 
LEMME 3. Soient AX? une algbbre de Von Neumann dans un espace de 
Hilbert H, 01 et /3 deux e’lt!ments de H et h un scalaire. Les conditions 
suivantes sont kquivalentes 
(9 E(d’, a) v E(d’, fi) = E(Se’, a + A/?). 
(ii) E(s4’, ,b) < E(d’, a+ 43). 
De’monstration. (ii) 5 (i). 0 n utilise une des remarques de 
B. Misra. Supposons E(&‘, /3) < E(&‘, 01 + Ap). On a 
B E El&‘, a+ W)(H). 
Comme 01+ h/3 E E(d’, 01+ A@(H), il en resulte 01 E E(&“, 01+ A@(H). 
LEMME 4. Soient 25 une algbbre de Von Neumann commutative 
dans un espace de Hilbert H, f et 7 deux vecteurs de H. I1 existe un 
nombre re’el X tel que E(fZ”, [ + AT) 6 E(8’, 5) v E( ZY’, 9). 
De’monstration. Notons E le projecteur E( 9”, f) v E(T’, q). En 
remplacant au besoin 9’ par (3)s on peut supposer que %” est de 
genre denombrable et que E( .9”, 5) v E( ZZ”, q) = 1. Pour tout nombre 
reel X soit p, le plus grand projecteur de 9’ tel que ph(t + Ay) = 0. 
Soient h, et h, deux nombres reels distincts. Les projecteurs pAl et p, 
sont orthogonaux; sinon il existerait un projecteur p non nul de .5 
tel que 
P(t + +I> = 0 et P(5 + &rl) = 0. 
11 en r&iulteraitp(S) = 0 etp(T) = 0 ou (1 -p)(t) = 5 et (1 -p)(r)) = 7). 
Comme on a suppose que E(%“‘, f) v E(%“‘, 7) = 1 on en deduirait 
1 - p = 1 ou p = 0. Considerons la famille (p,&ER. C’est une 
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famille de projecteur orthogonaux. L’algebre de Von Neumann 3’ 
&ant suppoke de genre denombrable, il existe un nombre reel A, 
tel que p,, = 0 c’est a dire tel que E(%“‘, 5 + h,~) = 1. 
LEMME 5. Soient &’ et 9’ deux algkbres de Von Neumann duns un 
espace de Hilbert H, 5 un vecteur skparateur de 3, 5 et 7 des e’lt+ments de 
H tels que 
W”, 4 < E(z”‘, I). 
On suppose que 9’ est commutative et que tout vecteur skparateur de &’ 
est vecteur skparateur de 3 et inversement. De plus on suppose que pour 
tout projecteur r de ,clz, il existe un scalaire X tel que 
Alors 
EC@“, rl + WI) = Et&‘, 4 v EW’, r(5)). 
El&‘, rl) < E&f’, 5). 
De’monstration. Posons p = E(&‘, t) et q = E(&‘, r]). Con- 
siderons le projecteur r = p v (1 - (p v q), d’aprb le lemme 2(ii), 
on a r = I?(&‘, r(c)). C omme on a q v r = 1, d’aprb I’hypothese 
il existe un scalaire h tel que E(&“, n + h(c)) = 1, done 
Et%“‘, rl + W’)) = 1. 
Si I’on suppose E(A?‘, 7) < E(%O’, 0, il en resulte 
1 = E(T’, 7) v E(LY, r(5)) = E(%“‘, t) v I??(%“‘, r(5)). 
Le lemme 4 entraine alors l’existence d’un nombre reel A’ tel que 
E(2’, 5 + A’@)) = 1, d one tel que E(&‘, 4 + h’r(<)) = 1. On en 
conclut p v r = 1 et, d’apres le lemme 1, q < p. 
THEOR&ME 1. Soient 3’ et & deux algkbres de Von Neumann dans 
un espace de Hilbert H. On suppose que 9“ est commutative de genre 
dknombrable et que tout vecteur skparateur de ~2 est vecteur skparateur 
de 3 et inversement. Alors L&’ = 3. 
Dhmonstration. Soient p et r deux projecteurs de JJ, 5 est un 
vecteur separateur de 3 (done de ~2) et 5 un vecteur de H. 
L’operateur hermitien p + r a pour support p v r. 11 en resulte 
p v r = E(&“, (p + r)(H)). Le lemme 2(ii) entraine alors 
P v r = EC&‘, p(C)) v EW’, r(5)) = Et&‘, (P + r)(S)>. 
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Le lemme 5 entraine alors l’implication 
EW’, p(t)) < -qb’, 5) * E&f’, P(O) < Et&‘, I). 
Soit r] un vecteur de H. D’apr&s le lemme 4 il existe un scalaire I\, 
tel que 
Jw’, 7) v EW’, r(5)) = JYJ’, 7 + WN, 
done tel que 
W’s +3) d EW’, 7 + W5)). 
D’aprb l’implication qui prC&de, il en rbsulte 
EC&‘, 45)) < EW’, 7 + b(5)). 
Le lemme 3 entraine alors 
EC&‘, f(5)) v EW’, 7) = -J-q&‘, 7 + W)). 
Du lemme 5 rkulte l’implication 
-W’, 7) < E(z’, (5) z-e- EC@“, q) < Et&‘, 8). 
La fin de la dkmonstration est due a B. Misra. Les conditions 
7) E I!?(&‘, f)(H) et E(.#, 7) < E(&‘, 4) &ant Cquivalentes, on en 
dCduit E(ZZ”, 5) < E(&‘, 6) p our tout 5 E H. En particulier, compte 
tenu du lemme 2(ii) pour tout projecteur p de nous dCduisons 
et 
EW’, 2%)) < Et&‘, PCJ) = P 
-qb’, (1 -P)(5)> < E(@,‘l’, (1 - p)(O) = 1 -P. 
Comme 5 est sbparateur pour 9, on a 
E(%“‘, P(5)) v -qb’, (1 -P)(5)) = 1 
et par suite E(9”, p(c)) = p. A insi les projecteurs de & appartiennent 
B 9’. Done &’ C 9’. JZ? &ant commutative, en permutant les r8les de 
&’ et de 9’ on dCduirait de m&me 9’ C J&‘. Done %” = &’ (notons 
d’ailleurs que la proposition 2 entraine JJZ = d d&s que l’on sait que 
dcq. 
COROLLAIRE. Soient 2 un espace localement compact ci base &nom- 
brable, v une mesure positive SW 2, L2(Z, v) l’ensemble des classes de 
fonctions SW Z de car& v-sommable et L”(Z, v) l’ensemble des classes de 
fonctions SW 2, mesurables et essentiellement bornkes pour v. De m&e 
soient 2, , v1 , L2(ZI , vl), et L”(Z, , v ). 1 Soit 4 une application Zinkaire 
bijective et isomdtrique de L2(Z, v) sur L2(2, , vl). On suppose que 
pour 5 E&z, v). 
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Alors il existe un ensemble v-nkgligeable N dans Z, un ensemble vl- 
nkgligeable NI dans Z, et une bijection 0 de Z - N SW Z, - NI , telle 
que les mesures v1 et ecv) ( res v et &l(vJ) soient &uivalentes. I1 existe p 
une fonction v,-mesurable p, sur Z, telle que 
%x1> = P,(L) 5uw-lN 
pour toute function 6 de L2(Z, v) et pour presque tout <I E Z, - NI . 
De’monstration. L2(Z, v) (resp. L2(ZI, vJ) est un espace de Hilbert 
que nous noterons H (resp. Hi). Toute classe de fonction f E L”(Z, V) 
(resp. fi E L”(Z, , vr)) definit par multiplication un operateur 
Tf(resp. TT) dans l’espace de Hilbert H (resp. Hr). L’ensemble des 
Tf(resp. TF) lorsque f(resp. fi) parcourt L”(Z, v) (resp. L”(Z, , vl)) 
forme une algebre de Von Neumann B(resp. 3,) commutative de 
genre denombrable dans A?(H) (resp. 9(H,)). 11 est clair que la 
condition v([-l(O)) = 0 revient a dire que 4 est un vecteur separateur 
pour 9“ et de mCme que la condition ~r((%([))-~(o)) = 0) revient 
a dire que 5 est un vecteur separateur pour l’algbbre de Von Neumann 
commutative 49-r%“,@. D’apres le theoreme 1, on a 3 = +P13”,%. 
Done l’application T, + %TTf%-l d&nit un isomorphism @ de 9’ 
sur 3Yr. D’apres l’appendice IV de [I], il existe un ensemble 
v-negligeable N dans Z, un ensemble v,-negligeable Nr dans Z, et une 
bijection 6’ de Z - N sur 2, - N1 , de que Mf >Kd = fP’Kd 
pour [r E Z, - N1 et telle que les mesures e(v) et v,(resp. v et F(v,)) 
soient Cquivalentes. Done il existe une fonction rr positive v,-mesurable 
sur Z, telle que 0 < r,(&) < co pour & E Z, et telle que ecv) = rlvl . 
Soient f un Clement de L”(Z, v), .$ et 7 deux elements de L2(Z, v). 
D’une part on a 
@“At), 4 = jzf 671 dv = j, -N ( f 0 e-W 0 @-Wj 0 s-l) d ‘W 
1 1 
= q f )(d 0 e-l)(;i 0 e-1) de(v). 
4-N I 
D’autre part comme % est une application isometrique, on a 
= I @( f ) @‘(5) WI) dvl. =1 
La fonction G(f) &ant arbritraire dans L”(Z, , vr), il en resulte 
(8 0 e-l)(ij 0 e-1) rl = 4?(f) a(~) dans Ll(Z, , vI). 
5W1/3-3 
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Choisissons v tel que G?(q) soit un vecteur separateur pour 3F’i . 
11 est clair que @(‘I) peut se mettre sous la forme 
4(~) = (7 0 ~-1)(~1)1/2 eisl 
ou s1 est une fonction reelle v,-mesurable sur 2, . On a done 
d’oh 
(6 0 F)(ij 0 0-l) rl = U(Q(ij 0 &l)(~l)l/z e-Q,. 
(6 0 &1)(r1)1/2 eisl. = a([). 
Ainsi il existe une fonction vi-mesurable p, sur 2, telle que 
wEN(51) = Plbl) WYL)) 
pour tout 6 EL2(Z, v) et pour presque tout {i E 2, - N1 . 
Remarque 1. On pourrait penser que si LT’i et si 3a sont deux 
algebres de Von Neumann commutatives de genre denombrable et 
si tout vecteur separateur de .3i est vecteur separateur de 8,) alors 
q2; , ‘5) < -WC 9 4 P our tout 5.11 n’en est rien. Prenons pour %oi 
l’algebre commutative maximale engendree par les projecteurs 
pour d, l’algebre engendree par les projecteurs 
11 est clair que tout sous-ensemble separateur pour Z1 est un ensemble 
separateur pour ~%‘a . Mais on a 
Remarque 2. Soit .z&’ une algebre de Von Neumann finie standard 
et de genre dtnombrable. D’apres [I] (chap. III, 5 1, 5, Cor. du 
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thtor. 5) & et JZ” ont memes vecteurs separateurs. Le theoreme 1 ne 
s’ttend done pas en gCnCral au cas non commutatif. 
PROPOSITION 3. Soit zz? une ai@bre de Van Neumann dans un espace 
de Hilbert H, ayant un vecteur skparateur. Les conditions suivantes sont 
kquivalentes. 
(i) ~4 est commutative. 
(ii) pour tous vecteurs f et 7 de H, il existe un scalaire A, tel que 
E(d’, 5) v &d’, rl) = El&‘, 6 + w. 
(iii) pour tous x et y E &, il existe un scalaire A, tel que 
- - 
x(H) v y(H) C (x + AY) H. 
Dtmonstration. (i) z= (ii) est la consequence du lemme 4. 
(ii) * (iii). Supposons la condition (ii) remplie. Soient x, y E &. 11 
existe un scalaire h tel que 
E(d’, x(5)) v -qd’, Y(5)) = E(d’, (x + hY@)) 
Le lemme 2(ii) entraine alors 
EC@“, x(H)) v EW’, y(W) = JW”, (x + ~YW)), 
c’est a dire (iii). 
(iii) * (i). Si Lc4 n’est pas commutative, il existe une sous *-algebre 
66’ de CQI qui est un facteur de type I, (Cf. par exemple la fin de la 
demonstration du Cor. 3, Chap. III, $ 1, p. 230 de [I]). Si G? satisfait 
a (iii), B satisfait a (iii). Mais (iii) ne depend que du type algebrique de 
l’algebre de Von Neumann envisagee. Done l’algebre Ys(C) des 
matrices complexes a 2 lignes et 2 colonnes satisfait a (iii) ce qui est 
absurde, comme on le voit en considerant dans -P&C) deux elements 
de rang 1 qui ont mCme noyau mais pas mCme image. 
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